Interação coulombiana em poço quântico sujeito a campo magnético by Costa, Ivan Ferreira da
Interação coulombiana em 
poço quântico sujeito 
a campo magnético 
Ivan F. Costa 
Orientador: Prof. José A. Brum 
Tese apresentada ao Instituto de Física 'Gleb Wataghin' 
da Universidade Estadual de Campinas como parte dos 
requisitos à obtenção do título de Doutor em Ciências -




~ - ~ ....... 
INSTITUTO OE FISICA 
GLEB WATAGHIN 
DATA: 29.11.96 
PARECER DE APROVAÇÃO 
DEFESA DE TESE DE DOUTORADO 








-'""· O..~CARVAUIDDE OLIVEmA 
Dedico esta tese a minha filha Priscila 
2 
Agradecimentos 
Agradeço ao meu orientador, Prof. Brum, pela sugestão do trabalho e pelo 
apoio, participação e estímulo durante a elaboração desta tese. Aos Pro-
fessores Maria Brazil, Fernado Ilkawa e Peter Schulz, pelas discussões. Ao 
Armando, Márcia, Maria lgnês e Prof. Fernando Cerdeira, da secretaria de 
pós-graduação. Ao CNPq, pelo apoio financeiro e à Unicamp, por tudo a 
ma1s. 
Agradeço também aos colegas da pós-graduação, pela companhia. Em 
particular ao Oliveira e aos que não mais se encontram aqui, mas que certa-
mente encontrarei por aí, David, João Guilherme, Luiz Guilherme, Marcos 
Gomes, Marcos Araújo, Paulo de Tarso e Túlio. 
Agradeço especialmente ao Dionei e família e ao Bernardo e Luciana, pela 
amizade durante estes anos. À Alexandra, pelo carinho. Aos meus pais, Nayr 
c Natan, pelo apoio incondicional que sempre me deram. 
Finalmente agradeço ao pessoal do vôo-livre pelas horas de descanso e 




Espero poder fazer da física não apenas uma profissão, mas fazê-la de 
uma forma apaixonada e infantil, como sonhei que fosse o trabalho de um 
cientista quando eu ainda era uma criança. 
Ser um físico está fortemente relacionado com a curiosidade de entender 
como o mundo funciona a partir de observação cuidadosa, e fazê-lo não pelo 
título ou dinheiro, mas pelo prazer desprendido que isso gera na pessoa que 
pensa e aprende com esta observação. 
Ciência não se faz apenas dentro dos nossos laboratórios e em frente aos 
nossos computadores, um cientista é aquele que vê o mundo de uma forma 





O sistema estudado nesta tese consiste em um poço quântico de semicondutor 
submetido a um campo magnético aplicado paralelo ao plano do poço. 
Neste sistema é excitado primeiramente um excitou. É feito um estudo do 
problema de dois corpos interagentes por força coulombiana sujeitos ao poço 
quadrado e ao campo magnético no-plano, onde se obtém, pela primeira vez, 
a dependência da energia do estado fundamental do excitou com o campo e 
com a largura e a altura do poço. A transição do excitou tridimensional ao 
excitou bidimensional também é estudada para poços profundos e rasos. 
Na segunda parte, o excitou é substituído por urna impureza hidrogenóide 
colocada no centro do poço de potencial na aproximação parabólica. Para 
este caso é feito um estudo numérico dos níveis excitados perto do contínuo 
de energia, onde é esperada urna dinâmica clássica caótica para a impureza 
hidrogenóide que teve sua simetria quebrada pelo poço e pelo campo. 
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Abstract 
We investigate a semiconductor quantum well subject to a magnetic field 
applied par aliei to the plane of the well. 
ln this system we first studied an exciton. The two body problem with 
two interacting particules were subjected to a square quantum well and an in-
plane magnetic field, in which we obtained, for the first time, the dependence 
of the excitonic ground state energy with the field and the width and height 
of the well. The transition from 3-dimensional to 2-dimensional magneto-
excitou was also studied for shallow and deep quantum wells. 
In the second part, the exciton was replaced by a hydrogenic impurity 
in the center of a parabolic quantum well. For this case a numerical study 
was performed for the excited energy states dose to the ionization threshold, 
where a classic chaotic behavior for the hydrogenic impurity was expected to 
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A criação do conceito' e desenvolvimento2 das técnicas de crescimento de 
heteroestruturas de semicondutores abriram novas perspectivas na física de 
semicondutores, tanto para aplicações3 como efeitos fundamentais4• 
Estas heteroestruturas podem induzir desde uma superperiodicidade no 
cristal, através do crescimento alternado de camadas cristalinas de espes-
sura de algumas dezenas de Angstrons de dois semicondutores diferentes (A 
e B) até o crescimento de uma camada única de um semicondutor (A) em-
bebida em camadas muito grandes (semi-infinitas, na modelação teórica) de 
um outro semicondutor. No primeiro caso, os efeitos principais são a forte 
anisotropia introduzida no cristal com a redução da zona de Brillouin na 
direção de crescimento. No segundo caso, os estados eletrônicos adquirem 
um caráter quasi-bidimensional, com o estado el~trônico ao longo da direção 
de crescimento sendo determinado pelo confinamento criado nas interfaces 
da heteroestrutura. Na aproximação da função envelope, podemos visuali-
zar este efeito como um poço de potencial para os estados de condução e de 
valência. Quando este poço quântico confina elétrons (na banda de condução) 
e buracos (na banda de valência) no mesmo material, dizemos que a hete-
roestrutura é do tipo-I. Nestes casos, a interação coulombiana é reforçada e 
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esta.dos de impureza5 e excitons6 são bastante estáveis. 
1t este caso que vamos estudar nesta tese. O material protótipo é um poço 
quântico de GaAs/( Ga, AI) As. A alta qualidade no crescimento deste tipo de 
amostra e a possibilidade de descrever, com grande precisão, as propriedades 
eletrônicas na aproximação da função envelope7•8 , faz com que este sistema 
sirva. de protótipo para estudar os efeitos da. dimensionalidade na. intera.ção 
coulombia.na. Tendo isto em mente, vamos estudar a evolução dos estados 
tipo-hidrogenóide a medida que o potencial do poço quântico começa. a a.fetar 
os estados eletrônicos de forma determinante. 
Consideramos o sistema na. presença de um campo magnético forte. Este 
reforça a interação coulombiana e acrescenta um eixo preferencial que pode 
ou não coincidir com a direção de crescimento do poço quântico. 
Vamos considerar dois casos extremos: 
i) Quando a massa do buraco for finita. Neste caso, temos um excitou, 
estado fundamental da excitação óptica.. Vamos nos concentrar no estudo 
dos estados fundamentais quando o campo magnético estiver aplicado per-
pendicularmente à direção de crescimento (Fig 1.1 ). Neste caso, o estado 
excitônico depende da competição entre três potenciais: o potencial de bar-
reira, a interação coulombiana e os efeitos magnéticos. 
ii) No outro extremo, consideramos o caso do centro de carga positiva 
fixo, ou seja, uma impureza doadora. Neste caso, vamos estudar os estados 
ligados altamente excitados, onde a estatística de níveis desempenha um 
papel fundamental. 
Excitou é um par elétron-buraco ligado pela interação coulombiana atra-
tiva, de uma forma similar como um elétron se liga a um próton para formar 
um átomo de hidrogênio. Ele é o estado excitado de mais baixa. energia 
de semicondutotores. Um excitou pode se mover pelo cristal e transpor-




Figura 1.1: Representação esquemática do poço quântico em um campo 
magnético no-plano. 
este par é ligado fracamente, com a distância média entre elétron e buraco 
grande em comparação com o parâmetro da rede, este é chamado excitou de 
Mott-Wannier. 
Muitos estudos tratam excitons em poços quânticos (PQ) submetidos a 
um campo magnético perpendicular ao plano do PQ. Greene e Bajaj9 estuda-
ram o caso do PQ de barreiras infinitas. Para PQ finitos, a Fig. 1.2 mostra 
os resultados de Yang e Sham10 para excitons em PQ sob fortes campos 
magnéticos ( > 6T) e os resultados do trabalho para campos magnéticos fra-
cos e intermediários ( < lOT) de Bauer e Ando11 •12 são apresentados na Fig. 
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Figura 1.2: Energia em função do campo magnético perpendicular à direção 
do plano do poço. Resultados de Yang e Sham (Ref. 10). 
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intrabanda14 e estados s em campo magnéticos de intensidade arbitrária.15 
Experimentos de alta resolução mediram o espectro magnético óptico e a 
comparação com cálculos permitiram identificar o estado fundamental e esta-
dos excitados dos excitons16- 19, em PQ sob pequena tensão20 , em sistemas de 
duas dimensões (2D) 21 , com localização das funções de ouda22 , na transição 
do regime 2D para 3D do exciton23 e em campos magnéticos inclinados. 24 
Para o caso de campo magnético aplicado paralelo ao plano do PQ (no-
plano), poucos trabalhos trataram este problema. Nesta configuração, o mo-
vimento ciclotrônico é acoplado com o confinamento da barreira e os níveis de 
energia resultantes dependem dos efeitos combinados destes dois potenciais. 
Trabalhos teóricos onde a energia de ligação excitônica não é incluída foram 
realizados25- 28 • Alguns espectros magnéticos experimentais podem ser vistos 
para poços quânticos em CdTe/Cdo.74Mn0 .z6Te29 e GaAs/Gat-xAlxAs30- 32 . 
Superredes sob campo magnético no-plano também foram objetos de estudos 
teóricos.33•34 
Na segunda parte da tese será estudado numericamente a manifestação 
de caos no espectro dos níveis de energia de uma impureza hidrogenóide 
tridimensional em um poço quântico parabólico na presença de um campo 
magnético no-plano. O comportamento caótico origina-se na destruição da 
simetria rotacional pelo potencial de confinamento e pelo campo magnético. 
Uma impureza hidrogenóide submetida a um confinamento apresenta-
se como uma possibilidade experimental intereesante no estudo de caos em 
sistemas quânticos. Hawrylak e Grabowski50 estudaram teoricamente as pro-
priedades do espectro de energia para uma impureza hidrogenóide em um fio 
quântico em duas dimensões. Eles observaram para este sistema a transição 
de uma dinâmica regular a uma dinâmica caótica dependende do confina-
mento e da intensidade do campo. 
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Figura 1.3: Energia em função do campo magnético perpendicular à direção 
do plano do poço. Resultados de Bauer e Ando (Ref. 11). 
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1.1 Teoria básica 
A figura 1.4 mostra o raio efetivo de um par elétron-buraco ligados pela 
interação coulombiana existente entre estas duas partículas. 
Este sistema, quando não submetido a potenciais externos, é isotrópico 
nas direções x, y e z, e tem uma simetria circular. Quando um potencial 
confinante unidimensional é aplicado ao sistema formado pelo par elétron-
buraco ligado, ele se deforma nas três direções x, y, e z, como é mostrado 
na figura 1.5. A deformação na direção do confinamento é maior, como era 
esperado, mas também as demais direções se deformam com uma diminuição 
do raio efetivo em todas as direções, pois a energia de ligação aumenta devido 
ao efeito do potencial confinante. 
Se um campo magnético é aplicado na direção paralela ao confinamento 
(Fig. 1.6), o raio efetivo do par também diminui nas três direções e se verifica 
uma tendência a seguir uma simetria cilíndrica na direção do campo. Estes 
exemplos indicam as dificuldades relacionadas com o problema de um campo 
magnético paralelo às interfaces de um poço quântico: quebra de simetrias e 
competição entre diferentes efeitos. 
A seguir, é apresentado os resultados básicos das soluções do problema 
quando tratamos cada um dos potenciais presentes separadamente. 
1.1.1 Poço quântico de potencial 
Poço quadrado 
Uma partícula dentro do poço de potencial de largura a da Fig. 1.7 terá sua 
dinâmica descrita pelo hamiltoniano 
16 
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Figura 1.4: Raio efetivo do par elétron-buraco ligado pela interação coulom-
biana. 
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F'igura 1.5: Raio efetivo do par elétron-buraco ligado sujeito a um confina-
mento unidimensionaJ (planos) . 
'e1 tot.;va.--- ------
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Figura 1.6: Raio efetivo do par elétron-buraco ligado sujeito a um confina-
mento unidimensional e a um campo magnético "o-plano. 
---
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onde Y(x) é a função degrau (1 para x> O and O para x< 0), m é a massa. da 
partícula e P seu momento linear. 
Os autovalores do hamiltonia.no H podem ser escritos como 
onde 
Ç tanÇ = 
para. estados simétricos e 
-ÇcotÇ = 
para estados anti-simétricos. 
Para um poço quântico de GaAs/ AlxGat-xAs a massa reduzida do elétron 
é m = O, 0665m0 e a do buraco pesado m = O, 34m0 e v;, = 230m e V (altura 
da barreira de potencial com a concentração de alumínio x=0,3; uma discon-
tinuidade de banda de condução de 0,6 t:.E9 foi utilizada) obtém-se a curva 
(Fig 1.8) da energia dos níveis em função da largura do poço quântico. 
Na. figura 1.9 é mostrada a energia do níveil fundamental com relação 
a barreira em função da altura da barreira de potencial para um poço de 
largura a = 20nm. 
A energia de ligação do exciton no GaAs é 4,8 meV. Vemos que, para 
x=0,3 e poços com largura acima de 40 nm a s~paração entre os níveis de 
buraco pesado são da mesma ordem que a energia de ligação do excitou. 
O mesmo ocorre para L=20nm e concentração de alumínio menor que 1%. 
Nesta situação, a interação coulombiana acopla significativamente os níveis 
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Figura 1.7: Um poço de potencial quadrado. 
Poço parabólico (oscilador harmônico) 
Para simplificar os cálculos, muitas vezes aproximamos o poço quadrado por 
um oscilador harmônico. Este pode ser visto como o primeiro termo de uma 
expansão de Fourier do potencial (exceto por uma constante). 
O hamiltoniano de uma partícula dentro do poço de potencial parabólico 
da figura 1.1 O é escrito como 
1 2 k 2 H= -P +-x 
2m 2 
onde k é uma constante. 
Os níveis de energia são dados por 
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Figura 1.8: Dependência da energia em função da largura do poço quântico 
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Figura 1.9: Dependência da energia do estado fundamental em função da 





Figura 1.10: O potencial do oscilador harmônico simples com alguns dos 
primeiros autovalores. 
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1.1.2 Campo magnético 
C onsiderando uma partícula de carga q em um campo magnético B , teremos 
o operador hamiltoniano da forma 
H= _1_ (p- qA)2 
2m c 
onde A é o vetor potencial magnético. Tomando-se um campo magnético 
uniforme na direção z, os autovalores do hamiltoniano H podem ser escritos 
como 
( 1) t.2P E(n,vz) = n + 2" nwc + 2mz 




Cada n representa um nível de energia, os chamados níveis de Landau. 
1.1.3 Interação coulombiana 
Tomando-se uma partícula carregada submetida a um potencial coulombiano 
atrativo, pode-se escrever o operador hamiltoniano 
H= _1_p2- q2 
2m fr 
onde r é a distância da partícula ao centro atrativo. Os autovalores do 
hamiltoniano H são 
Para um par elétron-buraco ligado (excitou) em um semicondutor, por 
exemplo GaAs, o valor de E1 é 4,8 me V. Usando-se unidades atômicas E1 = 
1 /2H artree. 
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1.1.4 lnteração coulombiana em campo magnético 
Considerando uma partícula (sem spin) submetida simultaneamente a um 
potencial escalar central e um vetor potencia.! magnético, temos o hamilto-
n1ano 
H= _1_ (p- qA)2 
2m c 
Utilizando um calibre simétrico 









H1 =- 2~ (r x P) .B 
q2B2 
H2 = Sm ri 
O termo H1 é chamado de paramagnético e H2 é o termo diamagnético. 
Este problema não possui solução analítica e deve ser resolvido numeri-
camente. Em materiais semicondutores H2 domina H1 para campos típicos 
usados em laboratório. 
Capítulo 2 
Quantização do centro-de-massa de 
exciton em poço quântico sujeito a 
campo magnético perpendicular à 
direção de crescimento 
A quantização do CM é usada para calcular estados excitônicos na presença 
de um campo magnético aplicado paralelo ao plano do PQ. A penetração da 
função de onda na barreira e sua deformação devido ao poço é levada em 
consideração através do acoplamento entre o movimento relativo e do CM. É 
estudado os estados dos excitons enfatizando a mistura do movimento relativo 
e do movimento do CM para várias larguras do poço e intensidades do campo 
magnético, desde um poço raso até poços profundos. Isto permite visualizar 
as mudanças na dimensionalidade do sistema. Os resultados apresentam boa 




Nesta parte da tese é usado o método variacional para. estudar o excitou em 
um PQ submetido a. um campo magnético paralelo à interface. A solucão 
é limitada pela capacidade da função de onda do excitou, derivada para 
o bulk, se distorcer na geometria do PQ . .Em poços largos a quantização 
do excitou é determinada, pelo movimento do CM35•36 , e não pela descrição 
usual da quantização do elétron e do buraco separados8 . .Em poços profundos 
ou estreitos a quebra da invariânça translacional invalida a. não correlação 
entre o movimento relativo e do CM (limite 30) e eventualmente leva ao 
comportamento 20 do exciton9 •8 . Um regime intermediário interessante para 
a dimensionalidade aparece em PQ de barreiras rasas, quando o potencial de 
interação Coulombiano e de confinamento são da mesma ordem.37•38 
Aqui é apresentado os resultados do cálculo para estados do excitou nestas 
situações para o sistema GaAs-(Ga,Al)As. A quantização do CM do excitou 
30 é usada para descrever os efeitos da barreira de potencial do PQ. Quando 
a largura do PQ diminui ou sua altura aumenta, a quebra na invariância 
translacionalleva ao excitou tipo 20. Neste caso, a função de onda do excitou 
sofre uma deformação e o movimento relativo se mistura com o movimento 
do CM. O campo magnético induz um acoplamento extra entre o movimento 
relativo e do CM. É importante observar que este não é o caso quando o 
campo magnético está na. direção de crecimento. 
Esta parte da tese é organizada da. seguinte forma.: a teoria de excitou 
magnético em uma aproximação de CM com o potencial de PQ é apresentada 
na seção 2.2. Na seção 2.3 são apresentados os resultados para o cálculo vari-
a.cional da energia, raio e densidade de probabilidade do excitou em função do 
campo magnético e da largura e profundidade do poço. Também a transição 
30-20 para poços quanticos profundos e rasos é discutida na subseção 2.3.1. 
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As conclusões são apresentadas na seção 2.4. 
2.2 Teoria 
Considerando a aproximação parabólica para as subbandas do PQ tem-se as 
bandas de valência desacopladas. Desta forma as subbandas de buraco são 
descritas pelo termo diagonal do Hamiltoniano de Luttinger39 , onde a massa 
efetiva do buraco m é dada por mu = (-,,~21':2) para a direção z e m.L = (·Yl~;,j 
para as direções x e y para o buraco pesado (sinal superior) e o buraco leve 
(sinal inferior), /J e 12 são os parâmetros de Luttinger e m 0 é a massa de 
repouso do elétron. 
É escolhido uma massa anisotrópica, com simetria axial, ao longo da 
direção do campo magnético. Esta escolha aplica-se melhor em situação 
de forte campo magnético e PQ largos. Nos limites de fracos campos e 
forte confinamentos, nossos resultados serão apenas qualitativos devido a 
não inclusão dos termos fora da diagonal do Hamiltoniano de Luttinger. 
Escolhendo um calibre simétrico para o vetor potencial magnético Áe(h) = 
-!re(h) x B, pode-se escrever o Hamiltoniano do excitou na aproximação 
elétron-buraco, com o potencial de confinamento do poço quadrado e finito 
da seguiu te forma 
onde 
Te( r e) = -2




Ve-h = - -;---------, 
E I r e- rh I 
Y(x) é a função degrau (1 para x> O anel O para x< 0), E é a constante 
dielétrica estática e V.,( h) é o potencial da barreira do elétron (buraco), dado 
por 0.6 (0.4) ó.E9 onde ó.E9 é a discontinuidade do gap nas interfaces. 
É usada a transformação de CM 
R= CY.tPe + f3tPh + CY.2Ze + f32Zh 
No que se segue, usamos coordenadas em letras maiúsculas para designar 
o CM e em letras minúsculas o movimento relativo, onde Pe(h) = Xe(h)i + 
Ye(h)j. As constantes a.; e (3; são arbitrárias com a única condição de que 
a.; + {3; =I O para que a transformação seja bem definida. Nos cálculos foi 
imposto a.;+ (3; = 1 de forma que o jacobiano da transformação seja igual a 
1. Mantendo esta condição, a.; anel {3; podem ser escolhidos para simplicar 
o Hamiltoniano. A escolha usual é CY.t(2) = me/ M.L(JI) e f3t(2) = m.L(il)/ M.L(JI) 
com a massa total M dada por M.L(JJ) = me + m.L(II)· Definindo a massa 
reduzida I' como 1'~(11) = m;1 + m~(ll) o Hamiltoniauo do excitou pode ser 
reescrito como 
onde 
1i 2 e 2 A~ i e 1 1 ) Tr(r) =--V' + (-) -- -(--- V' r 





e Vmix(R, r) é o potencial de mistura entre o movimento relativo e do CM. 
Considerando poços largos ou campo magnéticos fortes, a escolha da 
transformação de CM é bastante apropriada. Tomando B na direçao z, 
pode-se reescrever o Hamiltoniano da seguinte forma 
onde 






P - 8c21'1. 
H~=_ ienE (-1 __ 1_)!_ 
2c me rnl. aq, 
e2 
Vo = - -, v'-;"'p2""+=z=;c2 
1i 2 fj2 fJ2 1i 2 fJ2 
TR = - 2MJ. ( fJX2 + fJY2) - 2MII fJZ2 
Vx = (V.+ Vh)Y(X2 - L2 /4) 
Vxx = V.[Y(X + ~)- Y(X +X~+~)+ Y(X +X~-~)- Y(X- ~)]+ 
+Vh[Y(X + ~)- Y(X- X~+~)+ Y(X- X~-~)- Y(X- ~)] 
V _ eBy .!!!___!!_ 
x.- c M1. ax 
O procedimento geral para se resolver o problema é projetar o Hamil-
toniano total em uma base apropriada. Escolhendo uma base separável no 
movimento reduzido r e no movimento do centro de massa R 
31 
\ll(r, R)= L CnmiXn(z)gm(P, 4>)F1(R) 
n,m,l 
Seguindo o trabalho de Altarelli and Lipari40 , usamos urna base gaussiana, 
com a simetria do campo magnético, 
onde Nn e Mm são cantantes de normalização e a; e /j são parâmetros esco-
lhidos dentro de limites físicos e Cnml são os parâmetros variacionais. 
Para a função de onda do CM pode-se tornar urna função do tipo de poço 
para a direção X e urna função de onda de partícula livre para as direções Y 
eZ 
e'(Ky.Y+Kz.Z) 
F1(R) = .JS .fi(X) 
Sé a area da amostra. Para -L/2 <I x I< L/2 
1 
At cos(k1X) para l ímpar (estados simétricos) 
fi(X) = 
A1 sin(k1X) para l par (estados assimétricos) 
1 
B1eP<(X+L/2) para x < -L/2 
f1(X) = 
( -1)1+t B1e-P<(X-L/2) para x > L/2 
onde A1 e B1 são contantes de normalização. 
e 
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Os estados excitônicos são calculados pela minimização do Hamiltoni-
ano em função dos parâmetros variaciona.is. O problema varia.cional é então 
substituído por um problema. generalizado de autovalores 
HIJ! = ESIJ! 
onde S é a matriz de superposição. As soluções são obtidas por diagonalização 
numérica. O cálculo dos elementos de matriz são mostrados no apêndice A. 
2.3 Resultados e discussões 
Os parâmetros físicos utilizados nos cálculos correspodem ao do poço quântico 
GaAsjGat-xAlxAs com € = 12.5, me = 0.0665m0 e os parâmetros de Lut-
tinger /I = 6, 85 e 12 = 2, 1. Os a; e li são discretos e variam em progressão 
geométrica dentro do intervalo 1 nm-100 nm. É usado n=O para z e m=0,1,2 
para as funções de onda em p, rf>. O tamanho da base é controlado até que 
se obtenha convergência. O gap é dado por 1155x + 370x2 (me V]. 
Na Fig. 2.1 é mostrado a energia do magneto-exciton 
E=< IJ! I H IIJ! > -Eel - Ehhl - Eg 
onde Ee1 e Ehht são a primeira subbanda de energia no PQ para elétron e 
buraco respectivamente, na ausência de campo magnético. Para comparação, 
é mostrado o valor da energia na ausência. do poço. Para. campo magnético 
nulo, a energia de ligação do exciton converge para a energia do valor sem 
confinamento. Assim uma dependência linear com o campo magnético pode 
ser vista para campos fortes (níveis de Landau ). 
Na Fig. 2.2 é mostrado o raio do exciton ao longo da direção do eixo x 
(X= O) 
t~-'·- ~~~~~::-:::-__.j) 
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0.0 5.0 10.0 
B (T) 
15.0 20.0 
Figura 2.1: Dependência da energia do estado fundamental do exciton em 
função do campo magnético em um poço quântico de GaAI/Al0 .3Ga0.7 As. 
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para um PQ de GaAs/Ga0.7Al0 .3As com largura L em função do campo 
magnético. O confinamento geométrico domina os níveis de energia para 
campos magnéticos pequenos, enquanto que o confinamento magnético do-
mina para campos magnéticos fortes. Em detalhe, para campo magnético 
fraco a largura do PQ é a lei de escala que domina a quantização dos por-
tadores, consequentemente a dependência do raio Rx com a largura do poço 
L pode ser vista para campos pequenos, com poços estreitos apresentando 
um raio excitônico menor. Isto é consequência do confinamento, o qual au-
menta a energia de ligação para poços estreitos e consequentemente deforma 
o excitou. Com o aumento do campo magnético o confinamento magnético 
se torna. mais importante, enquanto a extensão da. função de onda. diminui 
gra.dativamente. Finalmente para campos altos o comprimento magnético 
l, = Jn/eB é significativamente menor que a largura. do PQ e o campo 
determina a quantização dos portadores. 
O raio do excitou Rx; = J < x[ > para X i = x, y, z em função do campo 
magnético é plotado na Fig. 2.3, onde pode ser visto a competição entre o 
confinamento do PQ e o efeito do campo magnético. Para campo magnético 
pequeno, Ru e Rz são praticamente similares. Já Rx tem um valor menor 
como consequência do confinamento. Na medida em que no campo magnético 
aumenta, este domina sobre o efeito de confinamento da barreira. Conse-
quentemente, Ry aproxima-se de Rx e estes apresentam valores menores. Rz 
também diminui, mas em uma taxa menor, tendo em vista que o campo 
magnético tem apenas efeitos indiretos a.o longo desta direção. Para. campo 
magnético forte uma isotropia é claramente ditada. pelo campo magético. A 
pequena diferença entre Rx e Ry são efeitos remanescentes da presença do 
confinamento do PQ. A dependência da densidade de probabilidade com a 
posição do CM é mostrada na Fig. 2.4, onde duas curvas para a componente 































L= 43 nm 
L= 67 nm 
L= 90 nm 
35 
15.0 20.0 
Figura 2.2: Raio excitônico efetivo na direção x em função do campo 
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Figura 2.3: Raio excitônico para as direções x, y e z em fu'nÇã:ô 'do"' êâmj:io 
magnético em um poço quântico de largura L=67 nm e concentração de 
alumínio de 30% (x=0,3). 
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poço (X=O) e outra para o CM na barreira (X=L/2). Note que para X=L/2 
a densidade de probabilidade é distorcida e é muito menor que para X=O, 
como era esperado. 
A figura 2.5 mostra o deslocamento de energia da transição da subbanda 
do buraco pesado para a subbanda do elétron em função do campo magnético 
no-plano, comparado com resultados experimentais30. O comportamento do 
deslocamento de energia dos picos é bem reproduzido por nossos cálculos (li-
nhas contínuas), tanto para o estado fundamental, como também para os dois 
primeiros estados excitados. Estes resultados mostram que as aproximações 
feitas em nossos cálculos sã.o muito boas para o estudo proposto. 
2.3.1 Transição 3D-2D do excitou magnético 
Em PQ largos o elétron e o buraco são fortemente correlacionados em todas 
as direções, mas o problema de dois corpos do excitou, tomando em conta a 
interação Coulombiana, pode ser descrito em termos do movimento relativo 
e do CM não correlacionados. Para confinarnentos fortes do PQ, a cinética 
dos portadores ao longo da direção de crescimento é determinada pelo poten-
cial da barreira e urna descrição tipo 2D para os estados excitônicos é mais 
apropriada. 
O efeito da barreira quebra a invâriancia translacional, que em nosso tra-
tamento teórico é dada pelo potencial de mistura entre o movimento relativo 
e o movimento do CM, Vmix· Desta forma, comparando-se os resultados 
com e sem Vmix é possível identificar os mecanismos físicos que controlam a 
transição de um excitou do tipo 3D para um excitou do tipo 2D. 
Na Fig. 2.6 é graficado a energia do excitou em função do campo magnético 
para L= 30, 50 e 90 nm com e sem o potencial de mistura entre o movimento 
relativo e do CM. O campo magnético no-plano muda a natureza do movi-
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25.0 
Figura 2.4: Densidade de probabilidade lji•lji em função da distância ao 
centro-de-massa para duas posições diferentes do CM: no centro do poço 
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Figura 2.5: Deslocamento magnético de diferentes transições entre subbandas 
de buraco pesado e elétron para um poço quântico de largura 1=14,2 nm. 
As linhas contínuas são resultados dos cálculos e os pontos são resultados 
experimentais da Ref. 30 para GaAsfAlo.36Gao.64 As. 
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para um par elétron-buraco fortemente correlacionado (limite 3D). 
A dependência do comportamento 3D-2D é mostrada na Fig. 2.7, para 
um poço com 30% de alumínio na barreira, em função da largura do poço e da 
intensidade do campo magnético. É considerada para este gráfico que uma 
diferença maior que 0.5 meV entre as energias com e sem Vm;x caracteriza 
um exciton do tipo 2D e quando a diferença é menor o exciton é do tipo 3D. 
Este valor é arbitrário (10% da energia de ligação do exciton 3D), mas serve 
para nos dar uma indicação do comportamento excitônico. 
Poço quântico raso 
Um novo regime de confinamento aparece quando a profundidade do PQ 
se torna menor que a energia de ligação coulombiana do exciton37• PQ's 
rasos (pequena concentração de alumínio) são atualmente de considerável 
interesse do ponto de vista da física fundamental e para potenciais aplicações 
em dispositivos. O efeito do campo magnético em PQ extremamente raso 
foi objeto de estudos41 e o acoplamento entre as distribuições nas direções 
no-plano e de quantização foram discutidas. 
A figura 2.8 mostra o mesmo que a Fig. 2.6, mas para x=0.01 (1 %). Note 
que aqui a curva sem o potencial de mistura difere da curva com o potencial 
Vmix em duas regiões distintas, uma para campos fracos e outra para campos 
fortes. Na primeira região a diferença das duas curvas aparece devido ao 
potencial do poço induzir um comportamento do tipo 2D no exciton e na 
segunda região é o efeito do campo magnético no-plano no termo Vxv do 
Hamiltoniano que induz uma diferença e quebra a correlação elétron-buraco. 
Um comportamento do tipo 3D pode ser visto·para o exciton entre as duas 
regiões, onde. os resultados. da. energia com ~. se(n v.,ix são coirtciM~tte~:, 1 , i· . · 
' ' ' ' ' :· ~· :. ' ' '; ' . ' ' ~ " . :, ' "": : 
· Uma dependência 3D-2D para PQ rasos em fubÇão da concentração <l.e : 
·, 'ij;• ' _.' ,, i 
alumínio e da intensidade do campo magnétiCo é apresentada. na ,Fig. :'2.9. : · 
'· . ' I I ' ,I 
. ., Li. i· ,1 
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Figura 2.6: Dependência com o campo magnético da energia do excitou 
em um poço quântico com e sem o termo de mistura (Vmix) do movimento 
relativo e do CM. Este termo controla o comportamento 2D do excitou. A 
























Figura 2.7: Regiões de comportamento 3D e 2D do exciton em função da 

















































Figura 2.8: O mesmo que a figura 2.6 com a concentração de alumínio de 1% 
(x=O.Ol). 
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Os resultados de Fritze et aP8 são reproduzidos para x=0.25%, onde uma 
transição entre o excitou do tipo 3D para um do tipo 2D pode ser vista 
quando o campo magnético cresce. Para concentrações maiores de alumínio 
um comportamento do tipo 2D para o excitou induzido pela barreira de po-
tencial surge para campos magnéticos pequenos. Quando o campo magnético 
aumenta, a transição para o regime 3D ocorre e para campos magnéticos for-
tes a correlação elétron-buraco é quebrada pelo efeito do campo e outro re-
gime 2D aparece. Para PQ rasos deve ser importante levar em consideração o 
efeito do contínuo de energia fora do poço no cálculo das energias. Verificou-
se aqui, no entanto, que a medida que se aumenta a concentração de alumínio 
x, ou seja, a profundidade do poço, novos níveis de energia aparecem dentro 
do poço, mas no aparecimento destes níveis o valor da energia do estado 
fundamental não sofre alteração significativa. 
2.4 Conclusões e perspectivas 
Em resumo, foi estudado por um tratamento de CM e movimento relativo a 
dependência da energia do excitou em um PQ com campo magnético apli-
cado perpendicular a. direção de crescimento. Neste sistema., a dependência 
com B é menor quando a largura do PQ dimimui e o raio excitônico é dife-
rente ao longo de cada direção. A densidade de probabilidade na direção do 
poço depende da. posição do CM. O deslocamento magnético experimental 
foi reproduzido pelos nossos cálculos. 
A transição do comportamento do exciton tipo 3D para 2D neste sistema 
foi confirmada, para PQ profundos e rasos. O acoplamento do CM e do 
movimento relativo pode ser controlada pela intensidade do campo magnético 
e sua dependência. com a concentração de alumínio demonstra que, pa.ra. PQ 
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Figura 2.9: Comportamento 3D e 2D para o excitou em função da concen-
tração de alumínio e da intensidade do campo magnético. 
Capítulo 3 
Caos quântico em impureza 
hidrogenóide magnética sujeita a 
confinamento parabólico 
Nesta parte da tese é estudada uma impureza hidrogenóide quase tridimensi-
onal sob aplicação de um poço quântico parabólico em um campo magnético 
paralelo à direção do plano do poço. É feita uma investigação numérica da 
evolução dos níveis de energia e da estatística de níveis na transição do re-
gime quântico regular ao regime caótico. A presença do campo magnético 
e do poço quebra o comportamento isotrópico 3D do problema. O cálculo 
da estatística dos níveis, não obedece a uma distribuição de Poisson e se 
aproxima de uma distribuição de Wigner (GOE). 
3.1 Introdução 
A manifestação de caos em sistemas quânticos é objeto de estudos de mais de 
uma década. No entanto, uma definição satisfatória ainda não foi encontrada 
e investigações gerais se concentram no estudo do comportamento de sistemas 
quânticos que apresentam uma dinâmica clássica caótica42•43• No momento 
46 
47 
parece claro que caos da maneira como é usualmente entendido, isto é, sensi-
bilidade exponencial à perturbação, não é encontrada em sistemas quânticos 
isolados. Mas existem fenômenos que aparecem apenas quando o sistema 
clássico correspondente é caótico. A estabilidade da dinâmica clássica, em 
outras palavras quando esta é regular ou caótica, tem um efeito profundo 
no caráter do espectro quântico correspondente. Uma tentativa de caracte-
rização de caos quântico é o aparecimento da distribuição para o espaçamento 
dos primeiros níveis vizinhos em energia próxima à distribuição de Poisson 
para energias onde a dinâmica clássica é regular, e próximo à distribuição 
de Wigner (GOE) para energias onde a dinâmica clássica é caótica, vários 
estudos independentes confirmam a validade deste critério 44 • Chamando 
P( s )d( s) a probabilidade do espaçamento s entre os níveis de energia vizi-
nhos estarem entre s e s + ds, tem-se que a distribuição de Poisson é dada 
por 
P(s) = e-• 
e a distribuição de Wigner é (Fig. 3.1)45 
Desta forma, muitos níveis com pequeno espaçamentos aparecem na distri-
buição de Poisson. Já para a distribuição de Wigner, o espaçamento entre 
os níveis está deslocado para valores maiores, uma consequência da repulsão 
entre os níveis vizinhos. As relação entre caos clás;ico e quântico foi estudada 
por vários autores em bilhares em estádios46 (uma partícula presa dentro das 
paredes de um contorno bidimensional, como um estádio de futebol). Mas os 
primeiros resultados experimentais para um sistema quântico que apresenta 
uma dinâmica clássica caótica foram obtidos para o átomo de lítio sujeito 
a um campo magnético47. No problema do átomo 3D, o comportamento 
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Figura 3.1: Distribuição de Poisson e de Wigner 
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cionai que está associada com suas constantes de movirnento48•49• 
Desenvolvimentos recentes em crescimento epitaxial e litografia submi-
cron tornaram possível obter dispositivos mesoscópicos que apresentam urna 
dinâmica clássica caótica. Novos métodos de medidas vem possibilitando ob-
servar efeitos quânticos nestes sistemas de urna forma controlada. A conexão 
entre o regime clássico e o quântico é dada pelo fato que o comportamento 
caótico na dinâmica clássica se manifesta nas propriedades do correspondente 
espectro quântico de níveis de energia. Sendo assim, o primeiro passo no sen-
tido de entender o comportamento caótico quântico é a análise de correlações 
no espectro de energia. A estatística de níveis mostra uma distribuição GOE 
(Gaussian Orthogonal Ensemble) quando o sistema apresenta uma dinâmica 
caótica no limite clássico. 
O objetivo desta parte da tese é investigar a ocorrência de caos e sua 
manifestação em espectros quântico observáveis da impureza hidrogenóide 
confinada em um PQ e sujeita a um campo magnético. Com o controle no 
crescimento de amostras, estes sistemas apresentam grande flexibilidade para 
o estudo de manifestações de caos em sistemas quânticos. A seção 3.2 contém 
o modelo utilizado neste estudo, na seção 3.3 mostramos os resultados dos 
espectros e de algumas distribuições P( s) para o sistema na presença de 
campo magnético e de confinamento parabólico. Finalmente as conclusões e 
perspectivas desta parte da tese aparecem na seção 3.4. 
3.2 Teoria 
São considerados estados eletrônicos de uma impureza hidrogenóide confi-
nada em um poço de potencial parabólico. O centro atrativo de carga po-
sitiva representa tanto um buraco de valência localizado em flutuações do 
potencial ou uma impureza doadora no centro do poço. O campo magnético 
50 
é aplicado perpendicular à direção do confinamento do poço. 
3.2.1 O operador hamiltoniano 
O Hamiltoniano para um único elétron com massa m movendo-se no campo 
de um potencial atrativo coulombiano e em um campo magnético B é dado 
por 
(p + ~A)2 e2 
H= ' -- + ky2 
2m JrjE 
onde e2/JrjE é o potencial atrativo do doador (buraco localizado), E é a cons-
tante dielétrica estática e ky2 é o potencial de confinamento parabólico. 
Tomando B na direção do eixo z e usando um calibre simétrico A 
-!r x B temos 
onde Lz = xpy - YPx e w~ = 8k/m. 
Usando unidades atômicas efetivas este hamiltoniano pode ser reescrito 
como 
onde 





Com estas definições, o efeito produzido pelo campo magnético será ponde-
rado pelo parâmetro 1 e o efeito do confinamento parabólico será medido pelo 
valor de (3. Em poços quânticos de semicondutoras, 1 e (3 variam tipicamente 
entre O e 1. 
51 
3.2.2 A escolha da base 
Para se obter uma estimativa razoável dos níveis de energia perto do limite 
de ionização, onde o comportamento caótico é esperado, é essencial se ter 
uma boa representação da função de onda em ambas as regiões: em r grande 
onde a influência do campo magnético é mais pronunciada; e em r pequeno, 
onde a função de onda dos estados excitados apresentam uma superposição 
com os estados próximos ao estado fundamental. 
Para r grande, pouco se pode intuir sobre a forma da função de onda. 
Mas para r pequeno o potencial de Coulomb -l/r domina sobre os demais e 
a dependência angular da função de onda pode ser tomada com uma forma 
harmônica esférica Ylm( O, <p ). 
Já para a dependência radial, a escolha de uma base hidrogenóide discreta 
não é aconselhável, tendo-se em vista que esta base não é completa, não sendo 
capaz de incluir o contínuo de energia quando o elétron se encontra ionizado. 
Desta forma, o erro quando a energia se aproxima do limite de ionização se 
torna intolerável.51 
A função de Sturmian 
A base generalizada de Sturmian, introduzida inicialmente neste problema 
por Edmonds51 e mais tarde por Clark e Taylor52 , não está sujeita às objeções 
citadas acima e ainda mantém a facilidade de r<'!presentar as funções de Cou-
lomb de maneira eficiente para r pequeno. A função radial de Sturmian S~)) 
é definida por 
slO( ) = ((n -l- l)!)t/2 (( )'+I L(21+I)(( ) -(r/2 
n/ r 2 ( n + l)! r n-1-I r e 
onde L~2~t2{((r) são os polinômos associados de Laguerre, (é um parâmetro 
real positivo e n = 1, 2, ... , nmax é o número quântico principal onde nmax é o 
52 
n máximo considerado no espaço da matrix truncada. 
Uma vantagem adicional da base de Sturmian vem da liberdade na escolha 
do valor do expoente(. O efeito de variar (acarreta apenas mudanças triviais 
nos elementos de matrix do hamiltoniano. 
Podemos escrever a função de onda lli(r) na base de Sturmian como 
lli(r) = I>-1 .Pn1S~))(r)Yim(O, <p) 
n/ 
onde .Pnl são coeficientes a determinar. 
Uma desvantagem menor de se usar a base de Sturmian vem do fato que 
sendo S~Í)(r) ortogonal quando multiplicada por r- 1 
a matriz de overlap Bnl,n'l' = (111 I 111) 
Bnl,n'l' = 811' [" drS~Í)(r)S~~/,(r) 
não é diagonal em n. Desta forma, na solução dos coeficientes .Pnl deve-se 
resolver um problema generalizado de autovalores 
Hill= Ell/B 
onde H e B são respectivamente o Hamiltoniano e a matriz de superposição 
na base de Sturmian. 
3.2.3 Os elementos de matriz 
Os polinômios associados de Laguerre obedecem as relaçôes de recorrência 
53 
e têm a seguinte propriedade de ortogonalidade 
l oo -z "'L(")( )L(")( )d - (n + a)!8 e X n X n' X X - T nn' o n. 
onde n,m =O, 1,2, ... 
Dessas relações pode-se obter uma forma simples para a matriz de super-
posição na base de funções de Sturmian para um expoente ( comum 
Esta matriz Bnl,n'l' toma a forma simples 
n ( n' = n l = l' 
-~( [(n +I+ 1)(n- 1)]1/ 2 n' = n + 1 I= l' 
o I i' I' 
Também pode-se escrever os elementos de matriz do potencial quadrático 
magnético, onde (x 2 + y 2 ) = r 2 sin 2 () , na forma 
e estes elementos são não nulos apenas para Jn- n'l = O, 1, 2, 3 e Jl-1'1 = O, 2. 
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No caso de 11- 1'1 = 2 tem-se para Qnl,n'/+2 
-~(-3 [(n -[- l)(n- 1- 2)(n -I- 3)(n -[- 4)(n -I- 5)(n + 1)]112 n' = n- 3 
ç-3 (3n + 2/)[(n -1-l)(n -l- 2)(n -I- 3)(n -I- 4)]112 n' = n- 2 
-~(-3(3n + l)[(n- [- l)(n- [- 2)(n- l- 3)(n +I+ 1)]112 n' = n- 1 
10n(-3 [(n + l + l)(n + l + 2)(n- 1- l)(n -l- 2)]112 n' = n 
-~(-3(3n -l)[(n + l + 3)(n + l + 2)(n + l + l)(n -I- 1)]112 n' = n + 1 
ç-3 (3n- 2/)[(n + l + 4)(n + l + 3)(n + l + 2)(n + l + 1)]112 n' = n + 2 
-~(-3 [(n + l + 5)(n + l + 4)(n + l + 3)(n + l + 2)(n +I+ l)(n -1)]112 n' = n + 3 
e para li- I' I = O tem-se Qnl,n'l 
2n(-3 [5n2 - 3/(1 + 1) + 1] n' = n 
-~(-3 [5n(n + 1) -/(I+ 1) + 2][(n +I+ l)(n -1)]112 n' = n + 1 
3(-3 (n + 1)[(n + l + 1)(n -l)(n + l + 2)(n -I+ 1)]112 n' = n + 2 
-~Ç-3[(n + l + l)(n + 2- l)(n- l)(n +I+ 3)(n + l + 2)(n + 1- /)]112 n' = n + 3 
Para a energia cinética e o potencial coulombiano 
H'=-~V2 -~ 
2 r 
usando a equação 2.6 da Ref. 51 obtém-se 
H'= ~ (n- 1)- ~ 
r 2 
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e os elementos de matriz Pnl,n'l' =< lliiH'IIli >têm a forma 
Finalmente para o confinamento do poço quântico de potencial parabólico 
pode-se escrever y2 = r 2 sin 20 sin 2<p e definindo Rnlm,n'l'm' =< llily2 llli > 
obtém-se resultado não nulo apenas para m = O, l = I' e n = n' ou n = n' + 1. 
Explicitamente: 
ln{ 1 [ [2 (1+1)2]} 
RnlO,nlO = 2( 1 - (21 + 1) 21- 1 + 21 + 3 
_11[ 1; 2l{ 1 [!2 (1+1)2]} 
RnlO;n+I,l,O- -4( (n -I) (n + l + 1) 1- (21 + 1) 21-1 + 21 + 3 
As funções da base podem ser ordenadas de modo que H e B sejam 
matrizes banda e tridiagonais respectivamente. Este esquema de ordenação 
é na prática o mais conveniente separando o espaço em dois subespaços para 
I 's pares e ímpares. O procedimento geral consiste em ordenar ( n, I) na forma 
(1, O) , (2, O) , (3, O) , (3, 2) , ( 4, O) , ( 4, 2) , (5, O) , ( 5, 2) , ( 5, 4) , ... , ( nmaxo nmax - 1) 
para o subespaço dos l's pares. Esta ordem leva a matriz completa H a ter 
a estrutura de bloco da figura 3.2. 
3.3 Resultados 
O método convencional para se resolver o problema generalizado de auto-
valores Hlli = Elli B, pelo método da decomposição de Cholesky da matriz 
de superposição B, destrói a característica banda de H no primeiro estágio. 
Isto restringe consideravelmente o tamanho possível das matrizes envolvidas 
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Figura 3.2: Elementos de matriz não nulos para o operador Hamiltoniano H 
no subespaço dos l's pares, nmax = 20 e ordenando a base como é explicado 
no texto. 
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determinação dos autovalores de um problema quando H e B são matrizes 
banda. Uma versão deste algorítmo pode ser encontrada na biblioteca com-
putacional NAG. Desta forma é possível usar neste problema uma base em 
dupla precisão com aproximadamente 3000 funções de Sturmian utilizando 
uma memória de 32 MBytes. 
A convergência de um dado cálculo é determinada pela observação da 
estabilidade dos níveis de energia com respeito à variação do tamanho da 
base e do valor de (. 
Na ausência do confinamento parabólico o hamiltoniano H descreve um 
átomo de hidrogênio em um campo magnético. Neste caso, o momento an-
gular Lz é uma constante de movimento, e a energia linear do efeito Zeeman 
}Lz não tem implicação efetiva na dinâmica do sistema, mas seu efeito é 
apenas de um deslocamento para todos os níveis de energia com a mesma 
projeçâo do momento angular orbital m = L., e assim pode ser visto como 
um reposicionamento do zero de energia. No caso de confinamento fraco ({3 
pequeno) este argumento continua aproximadamente válido, e o cálculo para 
Lz = O não leva a erros apreciáveis nos resultados. Com isto em mente, nos 
cálculos dos níveis de energia foi considerado apenas momento angular nulo. 
Primeiro é estudado o efeito do campo magnético na impureza hidro-
genóide na ausência de confinamento f3 = O. Na figura 3.3 é mostrado o 
espectro de energia em função do campo magético ( 1) variando o número 
quântico principal n = 7, 8, 9, 10,11 para o subespaço dos l's pares. Para 
campo magnético nulo, os valores da energia convergem para os valores do 
cálculo exato das energias da impureza hidrogenóide sem confinamento e sem 
campo 
1 1 E= ---Hartree 
2 n2 












~ = O (sem confinamento) 
I par 
I I I I 
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Figura 3.3: Vinte e três (entre os trinta primeiros) níveis de energia em função 
do campo magnético "Y na ausência de confinamento (3 = O. 
59 
devida ao efeito diamagnético 1 2 (x2 + y 2 )/8 e o espectro se torna um pouco 
complicado para números quânticos grandes, onde é possível observar um 
certo grau de repulsão entre os níveis de energia, que é uma manifestação 
da destruição da simetria da dinâmica do sistema pelo campo. Esta re-
pulsão entre os níveis, como foi discutido na Introdução, pode representar 
uma dinâmica caótica. Este comportamento caótico é parcialmente confir-
mado pela distribuição P(s) dos primeiros vizinhos de energias da figura 3.4 
para o campo magnético 1 = 0.001. A distribuição com confinamento zero 
não parece obedecer a distribuição de Poisson e também não obedece a dis-
tribuição de Wigner (GOE), mas parece estar em uma situação intermediária 
entre estas duas distribuições. Segundo alguns autores 54, isto caracteriza uma 
região de transição entre uma dinâmica regular e uma dinâmica caótica. A 
convergência do espectro, no entanto, é bastante sensível ao tamanho da 
base, e os detalhes da distribuição não podem ser vistos devido ao pequeno 
número de níveis no cálculo. 
Na figura 3.5 é mostrado o espectro de energia considerando um confi-
namento finito (3 = 1. Neste caso, para campo nulo (! = O) já aparece 
uma quebra na degenerescência dos níveis de energia devido a quebra da 
simetria da impureza hidrogenóide pelo poço. As degenerescências restantes 
são removidas com a aplicação do campo magnético. Novamente é possível 
observar a repulsão entre os níveis de energia para n grande. 
Construindo a distribuição de energia para 1 = 0.001 (Fig. 3.6) é possível 
observar que o comportamento desta distribuição se aproxima ao comporta-
mento da distribuição de Wigner (GOE), que é uma característica esperada 
para sistemas quânticos com uma dinâmica clássica caótica. 
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espaçamento de energia dos níveis para o campo magnético 1 = 0.001 e sem 
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Figura 3.5: Vinte e três (entre os trinta primeiros) níveis de energia em função 
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Figura 3.6: Distribuição dos primeiros vizinhos em energia em função 
espaçamento de energia dos níveis para o campo magnético 1 = 0.001 com 
confinamento (3 = 1 para o subespaço dos l's pares. 
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3.4 Conclusões 
Em resumo, nesta parte da tese foi investigado o problema de uma impureza 
em um potencial coulombiano no centro de um poço quântico de potencial 
parabólico em um campo magnético no-plano como um modelo para doadores 
e excitons localizados em poços quânticos. 
Foi mostrado que o efeito do confinamento em impurezas hidrogenóides 
leva a um problema complexo, com efeitos dinâmicos caóticos. 
Os efeitos caóticos se manifestam no espectro dos níveis de energia e nas 
distribuições de primeiros vizinhos destes níveis. 
O regime caótico também é muito importante em transporte a baixas 
energias em poços quânticos com impurezas e na recombinação excitônica 
em poços quânticos. 
Devido a faixa de energia que estes efeitos se manifestam, eles podem ser 
observados experimentalmente em espectros de absorção do infra-vermelho 
longíquo. Isto pode ser feito, por exemplo, estudando amostras de poços 
quânticos semicondutores levemente dopados intencionalmente. A habilidade 
de dopar em uma região estreita ( dopagem-ó), permite obter uma situação 
similar a estudada aqui. Até o momento, estudos neste tipo de amostra 
tem-se concentrado nos níveis fundamentais, ver referência 55. Investigação 
experimental dos níveis com elevado número quântico permanece ainda um 
tema em aberto. 
Capítulo 4 
Conclusão Final 
Nesta tese foram estudados os efeitos da dimensionalidade (3D-2D) nos es-
tados coulombianos na presença de um campo magnético forte em poços 
quânticos de GaAs/(Ga,Al)As. 
Nossos resultados evidenciaram a forte anisotropia no magneto-excitou 
quando um campo magnético é aplicado perpendicularmente à direção de 
crescimento. A comparação com os resultados experimentais mostrou que 
o magneto-excitou, nesta configuração, é bem descrito através do confina-
mento e acoplamento do magneto-excitou 3D pelo poço quântico. Nossos 
resultados sugerem que este método pode ser utilizado para estruturas com 
confinamento com mais de uma dimensão56 . 
Mostramos também que no regime de estados próximos da ionização, 
os estados de impureza representam uma distribuição de níveis de energia 
próxima à distribuição de Wigner (GOE). Esta assinatura é um reflexo da 
dinâmica clássica caótica desse sistema, que ocorre devido à quebra das si-
metrias provocadas pelos potenciais do poço e do campo magnético. Esta 
distribuição de níveis deve dominar espectros na região do infra-vermelho 
longínquo. Recentemente técnicas de alta resolução foram desenvolvidas para 
o estudo de transições internas dos magneto-excitons em poços quânticos57•58. 
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Podemos esperar que em breve estes estados, próximos da ionização, pos-
sam ser investigados experimentalmente. A possiblidade de alterar o grau 
de confinamento e a dimensionalidade, a intensidade da interação coulom-
biana (através da aplicação de um campo elétrico), etc., torna este sistema 
particularmente atraente para estudos fundamentais. Temos aqui um bom 
protótipo para investigações teórico-experimentais de conceitos relacionados 
com o "caos quântico". Estes trabalhos estão ainda na sua fase inicial e uma 
investigação detalhada, explorando estruturas e configurações diferentes de-
vem ser realizadas em paralelo às investigações experimentais. 
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Apêndice A 
Elementos de matriz 
Calculando os elementos de matriz paras (m=O): 
onde 
('Po I H~ I 'Po) = Ü 
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Calculando os elementos de matriz para p (m=l): 
1íeH ('Po±l I Hq, I 'Po±t) = ±--B"' <>oB-,1•-,1 CJl o 
( I v; I ) =- e2 (ini? (2a~ao)l/2looo /(~-~) [1- "- (__!!_)] (1- q2) d 'Pol c 'Pol (_2)2 -2 'I' 2- -2 q E fl ao O ao fl 
Calculando os elementos de matriz para d (m=2): 
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('P I v I 'P l = -se' ( 'Yl~~r (2"","·) 1/2. o2 c o2 e (-2 ) c; 
2 ( 1 - 1 ) [ ~2 o 2] 
·f."'"e" ~ ~ (1-~) 1-2~+1(~) dq o ")'2 2 '1'2 
Calculando os elementos de matriz para Z1 ( n = 1) : 
('Pto I v, I 'Pto) = - 41!"' ~~I" ( "~j') 312 · 
· fo00 { 1- ~ (~) (1+ ~)e'*- ;;Jc;,} e -€dq 
( I I ) 4 2 ~2~rl ( 2<>' <>1 ) 3/2 'Pn Vc <pn = -7 (~2 )1 ' T · ~. 1 
· f000 { 1- ~ (~) (1 +~)e'*-*'} e-~ (1- ~) dq 
Calculando os elementos de matriz para o termo de mistura: 
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(9±2 I yPx I 9±t) = (9±2 I yPx I 9±2) = (9±2 I yPx I 9CT2) =O 
